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A mérés célja

A feladat a nehézségi gyorsulds meghatarozasa nagy pontossaggal. Habar mai vildgunkban olyan
technolégiak allnak rendelkezésiinkre e cél megvalédsitasahoz, melyek szaz évvel ezel6tt
elképzelhetetlenek lettek volna, mérésiinket - megbecsiilendd eleink precizitasa és otletessége - egy
megfordithatd ingaval fogjuk végezni, melynek nem csak az 6tlete tobb mint 100 éves, de talan a
laboratériumban ehhez rendelkezésre all6 eszkéz maga is.

Elvi alapok

A matematikai inga 7" lengésideje - mint ahogy az ismeretes - 7 =2r,/// g, ahol /a fonal hossza, g
pedig a nehézségi gyorsulas értéke. Ha lemérjiik a fonalhosszt és a lengésid6t, akkor abbdl gértéke
meghatarozhat6. Matematika inga helyett kiterjedt ingakkal is lehet g-t mérni, ekkor azonban a

/s

periodusidére vonatozé egyenlet 7 =2r
Msg

lesz, ahol /, és Mazingara jellemz6 mennyiségek: a
tehetetlenségi nyomatéka és tomege.

Mérésiink soran egy megfordithatd, in. reverziés ingat hasznalunk, melyen két felfliggesztési
(valdjaban alatamasztasi) pontja van. Az ingan tovabba van egy mozgathato suly is, mellyel az inga
tomegkozéppontjanak a helyzetét valtoztathatjuk, és igy kozvetve a lengésidejét is. Nem sziikségszerii
(és igazolhato, hogy nem is), hogy az inga lengésideje a két ék esetében vizsgalédva ugyan annyi
legyen. A tolosuly mozgatasaval megmérve a lengésid6t mindkét éken, ezeket abrazolva - az elméleti
megfontolasaink utan - metszéspontokat varhatunk a gérbéken. Elméleti megfontolasainkbdl az is
kovetkezik, hogy 3 db metszéspontot kapunk, ebbdl1 trividlis: mikor az inga témegkozéppontja a két
ék kozott féluton van. Megfelel6en készitett inga esetében a tol6suly mozgatasaval a masik két
metszéspont kdrnyezetében vizsgalédhatunk.

A nem trivialis metszéspontokban tortén6 pontos mérésekkel, a metszésponti lengésidébdl nagy
47l
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pontossaggal meghatarozhaté a nehézségi gyorsulads nagysaga, melynek értéke g = .
A nagy pontossag eléréshez figyelembe kell venni egyes korrekciékat. Egyik ilyen, hogy a
lengésiddre vonatkoz6 0sszefliggéseink csak kis kitérésekre igazak, vagyis szamolasaink soran egy
sina ~ a kozelitést alkalmaztunk, ahol a a kitérés szoge. A mérési elrendezésbdl adéddéan azonban a
nagy pontossag elérésénél lathatjuk majd, hogy bizony figyelembe kell venni a szinusz sorfejtésénél
mar a nem linedris tagokat. Tovabba ilyen nagy pontossagnal figyelembe veendé még, hogy az ingara
hat felhajtoerd, mivel levegd veszi kortl. Ezt Gigy vessziik figyelembe, hogy a lengésid6bdl levonunk
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= 0,827 idét, és ezzel szamoljuk ki gértékét. Egy lehetséges harmadik korrekcids tényezd
pfnga

hidrodinamikai okokra vezethetd vissza, miszerint a kozegnek ellenallasa és surl6dasa is van: lengés
kozben az ingara tapadd leveg6tomeg és leval6 1égorvények befolyasoljak a lengésidot.

A mérési modszer ismertetése

Tekintstlik az abrat (2.oldal) a mérési elrendezéshez! Az inga lengésidejét fénykapu segitségével
mértem. A fénykapu egy elektronikahoz csatlakozik, mely méri az inditastél szamitott id6t, és
szamlalja a lengéseket. A hibak csokkentéséhez lehetdség van 10 illetve 50 lengés lengésidejének
meérésére. Az elektronika idémérdje automatikusan indul, mikor elsé alkalommal athalad el6tte az
inga.

1. oldal Tlzes Daniel, nehézségi gyorsulas mérése



Az ingat kis szogben kitéritve, majd elengedve az ﬂ

elektronika elkezdi mérni az idot. A kitérésnél figyelembe 5 15 jegyes kielzs

kell venni, hogy lehetéleg mindig ugyan akkora mértékben 0] v
téritsiik ki az ingat, és hogy ennek mértékét uigy valasszuk ST =7
meg, hogy teljes terjedelmével haladjon el mindig a refons

fénykapu el6tt. A mliszer karosoddsanak megel6zésén
kiviil a mérés pontossagahoz is sziikséges, hogy az inga ne érzékelS

érjen hozza a fénykapu keretéhez, sem pedig a éinﬁa LED
felfliggesztési pont tartobakjahoz. iﬁ

Az ingan a két ék kozott szimmetrikusan elhelyezkedd centiméter skala talalhaté, a [-10,10]

tartomanyban milliméteres, egyébként fél centiméteres 1éptékkel. A toldsulyt az inga egyik
végpontjaba helyeztem, és megmértem 10 lengésre a lengésid6t. Ezek utan a sulyt 5 cm-rel odébb
helyeztem, majd megismételtem a mérést, és ezt folytattam az inga teljes hosszara. Ezek utan
megforditottam az ingat, és az el6z6vel megegyezd mddon ismét megmértem a lengésidbket. A suly
helyzetének leolvasasdhoz a mozgathaté sulyon 1évd jelolés altal az ingan 1év6 cm skala kijelolt
helyzetét kellett figyelni.

Az 6sszetartozo értékparok grafikus abrazolasaval meghatarozhatoak voltak a vart metszéspontok
helyzetei, vagyis ahol az inga lengésideje megegyezett a megforditott inga lengésidejével. Ezek koziil
az egyik értéknél 0,5cm -es 1éptékkel Gjramértem a lengésidéket az inga mindkét helyzetében. Ennek
segitségével meghatarozhat6 az elméleti bevezetdben ismetett formula szerint a nehézségi gyorsulas
értéke.

A méréshez tartozik még annak igazolasa, hogy a metszéspontok koziil egyik sem a trivialis
metszéspont, és reprodukcids vizsgalattal ellendrizni annak jogossagat, hogy 50 lengésidé mérésénél
sem kaptunk volna szamottevéen pontosabb mérést. EI6bbit azzal igazolom, hogy meghatarozom a
dentibus-elv segitségével a toldsuly mozgatasa sordn a tomegkdzéppont helyzeteit, és igy megadom a
tomegkozéppont helyzete - tolosuly helyzete fliggvényt. Az eredmény igazolja vagy cafolja azon
feltevéstlinket, hogy nem a trivialis metszéspont koril mériink, aszerint, hogy a tolésulyt tudtuk-e
volna olyan helyzetbe vinni, hogy a tomegko6zéppont a mer6eszkoz skalajanak 0 helyzetére kertljon.

Mérési eredmények, hibaszamitas
e 5Scmres 1épéskozii lengésid6-mérés

Ezen méréssorozat soran a mért értékeket az alabbi tablazatban foglalom 6ssze:

inga helyzete: kék jelzés feliil inga helyzete: fekete jelzés feliil
tol6suly-helyzet (cm) 10 lengésidé (s) tol6suly-helyzet (cm) 10 lengésidd (s)
40 § 20,148 40 § 20,189
35 ! 20,092 35 ! 20,086
30 § 20,042 30 § 19,995
25 ! 19,997 25 ! 19,924
20 ! 19,962 20 ! 19,863
15 ! 19,931 15 ! 19,818
10 ! 19,908 10 ! 19,784
5 i 19,889 5 i 19,764
0 i 19,884 0 i 19,756
-5 ! 19,881 -5 ! 19,761
-10 i 19,891 -10 i 19,774
-15 : 19,902 -15 : 19,802
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20 ! 19,926 -20 ! 19,842
-25 ! 19,955 -25 i 19,889
-30 5 19,991 -30 5 19,943
-35 ! 20,037 -35 ! 20,013
-40 ! 20,089 -40 ! 20,090
-45 20,150 -45 20,173

Az eredményeket grafikusan abrazoltam, mely grafikont a jegyz6konyvhoz csatoltam. A mérési
pontossag a grafikus abrazolasbél empirikusan érezhet6 abbol, hogy a pontok milyen jél illeszkednek
egy harmadfoku gorbére, igy a becsiilt hiba elsd kozelitésben ezredmasodperc nagysagrend.

A mérési eredményekbdl lathatd, hogy -45cm és 35 cm kornyékén vannak a metszéspontok. Ezek
koziil valasztva az egyiket, ijra megmértem a lengésidéket, de most 0,5cm 1épéskozzel. A vizsgalt
tartomany egy figyelmetlenség miatt [27cm,38cm], ennek relevans része a 35cm koriili értékek.

o 0,5cmr-es lépéskozii lengésid6 mérés

A mérés soran kapott értékeket tablazatban foglalom 0ssze, feltiintetve a némely helyeken végzett
reprodukciés méréseket is.

inga helyzete: kék jelzés feliil inga helyzete: fekete jelzés feliil
tolésuly-helyzet (cm) 10 lengésido (s) toldsuly-helyzet (cm) 10 lengésido (s)

27 i 20,009 27 i 19,956

27,5 5 20,013 27,5 5 19,967

28 ! 20,017 28 ! 19,973

28,5 ! 20,024 28,5 ! 19,977

29 ; 20,028 29 ; 19,983

29,5 ! 20,030 29,5 ! 19,984

! 20,035 i 19,997

30 ! 20,037 30 ! 19,998

i 20,037 i 19,996

30,5 ! 20,042 30,5 ! 20,005

31 5 20,045 31 5 20,010

31,5 ! 20,050 31,5 ! 20,023

i 20,054 i 20,030

32 ! 20,056 32 i 20,030

5 20,063 5 20,039

32,5 ! 20,061 32,5 ! 20,042

: 20,070 ; 20,047

33 | 20,066 33 ! 20,050

33,5 ’ 20,071 33,5 ’ 20,056

34 20,075 34 20,066

34,5 20,083 34,5 20,073

20,087 20,084

20,087 20,084

3 20,087 35 20,085

20,087 20,082

35,5 20,091 35,5 20,094

36 20,097 36 20,102

36,5 20,102 36,5 20,113

37 20,109 37 20,120

37,5 20,114 37,5 20,135

38 20,116 38 20,144
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A reprodukciés méréseken kiviil az els6 méréssorozat eredményeit is figyelembe vehetjiik a
pontossag megallapitasanal. Az eredményekbdl lathatd, hogy a mérés pontossaga legtobb esetben
40,0025 , vagyis 67 =0,010%. Ez a hibak feliilbecslése, ugyanis szamos helyen az eltérés nem haladja
meg a 3 ezredmasodpercet sem, melybdl 67 ~0,005%. Az adatok 35cm kortili értékét a kovetkezd
grafikon abrazolja, melyekre linedris regresszidgval illesztett egyenesek egyenleteib6l megkaphatjuk
azon lengésiddt, melyekbdl nagy pontossaggal meghatarozhatjuk gértékét.
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A metszéspont 107 = 20,087s -nal van, a hiba grafikus becslés alapjan +0,005s . Ez nagyobb, mint az
egyes mérési eredmények szoérasa, vagyis ezzel messze feliilbecsiiljiik a hibat.

A mérés soran az ablakfeldli helyen, a hosszi inaval mérten, igy az egyes szamitasokban az inga
hosszara /=(1003,340,2) mm értéket helyettesitettem. A mérés alapjan korrekcidk nélkiil a nehézségi
gyorsulas értéke g=9,816m/s?, hibaja pedig a metszéspontok hibajabdl Ag = g(26T + 1) =0,009m/ s*
rosszabb esetben, a hibak feliilbecslésével. A hibat az egyes mérések pontatlansagabdl szamitva
Ag = g(26T +61)=0,005m/ s*. Ebben az esetben a mérés legnagyobb hibajat az ékek tavolsaganak

hibaja okozza. Vagyis kijelenthetjiik, hogy ezzel a mdédszerrel torténd lengésid6-mérés a
korilményekhez mérten a lehetd legpontosabb.

o Korrekciok figyelembe vétele

Els6 korrekcid, amit figyelembe vesziink, az abbol ad6dik, hogy a lengés nem pont harmonikus.
Egzakt szamolassal megkaphatjuk a korrekcié pontos mértékét a kitérés fliggvényében. Az inga 3 cm-
re tért ki, és hossza hozzavetdleg 120cm volt, igy a kitérés szoge 2,5°, melybdl a korrekcié mértéke
0,0119%. (A mellékelt irodalomban megtalalhat az egyes kitérési szogekhez tartozé korrekciok.) Igy

a nehézségi gyorsulas értéke g =9,814m/s?, a hiba pedig gyakorlatilag az el6z6vel megegyezo.
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Masodik korrekciéként vegyiik figyelembe az ingara hat6 felhajtéerét. A korrekcié mértéke ebben

p lev
p inga

Pey =1.2kg I m’, p,.. = p,, =9000kg | m*,igy AT, =0,0002s, melybdl a nehézségi gyorsulas értékére

az esetben AT,

korr

=0,8 7, mint ahogy az elméleti részben leirtam. Kozelitve az egyes értékeket:

kapjuk, hogy g=9,813m/s*, és hibaja pedig Ag =0,005m/ s*.

o Fold forgasanak kimutathatdsaga

Kérdés, hogy ezzel a modszerrel kimutathato6 lenne-e, hogyha megallitanak a Foldet, és ezzel egyiitt
az altalunk megélt vilagban a testekre nem hatna a centrifugalis erd. Elméleti megfontolasokkal élve
lathatjuk, hogy ennek korrekcios értéke Ag = ’Rcos’ ¢, ahol Ra Fold sugara: R =6400km, £2a Fold
szogsebessége: QO =2rx/nap, @ pedig a szélességi fok, o =z /4. Igy kapjuk, hogy Ag=0,016m/s?.
Lathatjuk, hogy ez masfél-haromszorosa gmérési hibajanak, vagyis kimutathat6 lenne egy ilyen
meéreési elrendezéssel a Fold forgasanak megallasa.

e sulypont mérése

A tolésuly mozgatasaval feljegyeztem az inga tomegkdzéppontjainak helyzetét. A tapadasi
surlédasra valo tekintettel tobb helyen kellett volna mérni, mert a mérés pontossaga igy +0,5¢m volt.
Vércukrom kritikus értékére valo tekintettel az ssulypont helyzetét két toldsuly-helyzetben mértem
meg: s(—40cm) =8cm és s(40cm)=15cm . Igy a két pontra , m-x + b= s ” egyenest illesztve (kdzben
meglepddve, hogy milyen jol illeszkedik a két pontra) m=0,0875+0,0125 illetve 5#=11,5+0,5. Ezzel
igazolhat6 a nagy pontatlansag ellenére, hogy nem a trivialis metszéspont koriil mértiink, ugyanis
ehhez a tomegkodzéppont az s =0 értéket a toldsuly (—131+9)cm értékénél venné fel.

Az inga stabilitdsa megsziinik, ha a sulypont az ék al6l az ék {f61é helyezddik. A két ék tavolsagabol
tudjuk, hogy ez akkor kovetkezne be, ha a silypont s = +50,17cm helyet eléri. Ehhez az kell, hogy a
tolésulyta (-700+£50)cm vagy (440+30)cm helyzethez tudjuk mozgatni.

Melléklet

A jegyzetben tobb helyen hivatkoztam elméleti megfontoldsokra, melyek a kozépiskolai tananyagbol
levezethet6ek. Azonban néhany elméleti levezetést megtalalunk a kdvetkezé miiben is:

Havancsak Karoly: Mérések a klasszikus fizika laboratériumban, ELTE

Eotvos Kiadd, Budapest, 2003.
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